Proponowane Rozwigzania

Zadanie 1. Znalezé zbiér punktéw zbieznosci szeregu funkcyjnego

o~ (n)?
ng() (3n)!

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze jest to szereg potegowy postaci Z/?;o apx®,
0 k+#3n+1

dzie a; =
BEwe {gm)), k=3n+1

majg te same promienie zbieznosci (wynika z wzoru Cauchy’ego Hadamarda
- granica "nie widzi” przesuniecia indeksu o ustalong skoriczong liczbe). Be-
dziemy wiec rozwazaé ten drugi szereg, ktéry réwnowaznie mozemy prze-

CE?m+1

. Oczywiscie szeregi > oo apz®, Sp. api12®

. 4 o'} 3\n oo n! n o'} n : ‘
pisaé Y o7 asnt1 (@) = Yoo, 5373)!31 = Y0 o boy", gdzie y = 2% oraz
b, = % Woéwezas jest to szereg potegowy zmiennej y (to o tyle nam ula-

twi zadanie, ze kolejne wspélczynniki b,, sg niezerowe, wiec mamy prostsze
kryteria). Spogladajac na iloraz % dostajemy:

bpt1 (n!)3(n+1)3 (3n)! (n+1)?

bn Bn)!(Bn+1)Bn+2)(3n+3) (n))?  3(3n+2)(3n+1)

cowrazzn — oo zmierza do %, skad promieniem zbieznosci szeregu Y, b,y"
jest R, = 27. Co do punktéw y € {—27,27} dostajemy wowczas szeregi
Yoo o (=1)b, 27", 377 b, 27" odpowiednio. Zauwazmy, Ze:

n=0
byl 27" 9(n+1)2

ba27" . (3n+1)(3n+2)
Wracajgc do zmiennej x, dostajemy R, = 3 (poniewaz |y| < 27 <= |23 <
27 <= |z| < 3). Na mocy poczgtkowych rozwazan o ré6wnosci promieni
zbieznoSci wyjSciowego szeregu, jak i tego na ktérym pracowali$émy, dosta-

> 1, czyli nie jest spelniony warunek konieczny.

jemy, ze zbiorem punktéw zbieznosci szeregu )~ EZT'L); 2371 jest przedzial
(_3’ 3)



Zadanie 2. Rozwir funkcje

2

flx) = arctan(m)

w szereg Maclaurina. Znajdz zbiér punktéow zbieznosci tego szeregu.

Rozwigzanie: Liczgc pierwszg pochodng funkgcji f, dostajemy

flaye L Z(4a)-20-a?) (0%  dx
= 1+(i;§2)2 (1—‘—552)2 - (1+$2)2+(1—x2)2 (1+I‘2)2

Upraszcza sie to do f/(z ) = fﬁ co moZemy rozwinqc w nastepujacy szereg:
x) = 22> (- = ory jest szeregiem

/ ) ZO_O 1 — 9 k 0 k+1 4k+1 kté t
potegowym o promieniu zbleznosm 1, zatem uzasadnlone jest calkowanie

wyraz po wyrazie wewnatrz promienia zbiezno$ci, calkujac dostajemy

k+1 4]€+2
folw)=C+2 Z 4k a7

Wstawiajgc + = 0 dostajemy § = arctan(l) = fc(0) = C. Skad szukanym
rozwinieciem jest

(o)
Z k2
Pt 2k + 1"

Ma

Nietrudno zauwazy¢, ze promieniem zbiezno$ci tego szeregu jest réwniez
R = 1. Pozostalo sprawdzi¢ punkty = 11i 2 = —1. Zaréwno dla x = 1 jak
iz = —1 szereg postaci .~ (—1)"! 5715, ktéry jest zbiezny na mocy kryt.
Leibnitza.

Konkluzja: f rozwija sie w szereg Maclaurina postaci:

i k42
Pt 2k + 1"

le

ktérego zbiorem punktéw zbieznosci jest przedziat [—1, 1]



Zadanie 3. Niech f : R — R bedzie klasy C*(R) oraz dla n € N,z € R
zachodzi:

|f0 ()| < e

Niech Y77 ,a,x™ bedzie szeregiem Maclaurina funkcji f. Udowodnié, ze
f(z) =37 s anz™ dla kazdego = € R.

Rozwigzanie: Innymi slowy, trzeba pokazaé, ze dla kazdego = € R, cigg

(XN ana™) ven =: (bn(x))nen jest zbiezny do f(x). Wiemy, ze 300 a,z"”
jest szeregiem Maclaurina dla funkcji f. Z racji, ze f jest gladka, mozemy
ja rozwingc jako:

v T () £ (6 )
ZW T @)+ e

gdzie &, v lezy miedzy 0, a punktem z. (Mozemy tak rozwinaé dla dowolnego
x € Roraz N € N, poniewaz f jest gladka na calym R). Pozostaje zbadaé
zachowanie |f(x) — by (z)|. Z powyzszych obserwacji, jest to réwne:

1
(N +1)!

|I|N+1

N+1| p(N+1) —_—
|93| + ‘f * (fr,N” < (N-i-l)!

exp((N + 1)&e )

Funkcja t — exp((N + 1)t) jest rosnaca, skagd mamy nastepujace oszacowa-
nie: exp((N + 1)&; ) < exp((N + 1)|z|), zatem:

N+1

))N+1 1 _a

gdzie a = |z|exp(|z|) jest ustalone. Powyzsze wyrazenie wraz z N — oo

zbiega do 0. (Wiedzg juz Panistwo, ze nawet szereg y \x_; % jest zbiezny).
Pokazaliémy wiec, ze dla dowolnego = € R mamy ré6wnosé

oo
= g apx"
n=0



Zadanie 4. Oblicz catki nieoznaczone

(a) /ezHEI — e dx

() / xe” sin(x) cos(z)dx
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Rozwigzanie: a) Zauwazmy, ze funkcja podcatkowa jest postaci

em(ee” —e¢ )

Podstawmy wiec ¢t = e” jako, ze udalo nam sie wylgczy¢ przed nawias po-
chodng wyrazenia e*. Wéwczas dostaniemy:

/et—e*tdtzetJre*twLC CeR
Wracajac do poczatkowej zmiennej z, otrzymujemy:

/e””'|rez — " dr = +e ¢ + O CeR

b) Zauwazmy, ze sin(z) cos(z) = 1 sin(2z). Bedziemy wiec liczy¢

1
i/mem sin(2x)dx

Pomyst bedzie taki, zeby pozby¢ sie = podczas catkowania przez czesci. Mu-
simy w tym celu poznaé funkcje pierwotng funkgji e® sin(2z). To liczymy

/e“’ sin(2z)dx = €” sin(2x)—2 / e” cos(2x)dx = e” sin(2z)—2e” cos(2x)—4 / e” sin(2z)dx

gdzie dwa razy zastosowaliémy catkowanie przez czesci. Po ”przerzuceniu”
na jedng strone, dostajemy

x

/e"” sin(2z)dx = 6g(sin(%v) —2cos(2z)) +C CeR

Czyli widzimy, ze jako funkcje pierwotng e sin(2x) mozemy uzy¢ np. funkcje:

T

= (sin(2z)—2 cos(2z)). Uwzgledniajac toi catkujgc przez czesci otrzymujemy:
. v 1 . "
/xe”“ sin(2x)dz = x%(sin(?x) — 2cos(2x)) — £ / e’ sin(2z) — €2 cos(2z)dx
Widzimy, ze ostatnim potrzebnym nam elementem jest

/ e’ cos(2x)dx

4



ktorg wyliczamy analogicznie jak do przypadku z sinusem, czyli dwa razy
przez czesci:

/e“E cos(2z)dx = €” cos(2z) + 2¢” sin(2x) — 4 / e” cos(2x)dx

skad

/ew cos(2z)dx = %(2 sin(2x) + cos(2x)) + C CeR
Uwzgledniajac to w wyniku, dostajemy:

xT x

/xe"” sin(2z)dz = x; (sin(2z)—2 cos(2x))+;—5(3 sin(2x)+4 cos(2z))+C CeR

¢) Mianownik jest postaci 23 — 22 + x — 1 = (z — 1)(2? + 1). Rozpiszmy
licznik z* + 1 = 2%(2% + 1) — (z — 1)(z + 1). Oznacza to:

/ 41 d / x? x—l—ld
—_——————aTr = —_— x
-2 4x—1 r—1 2241

Mamy do policzenia dwie calki, zaczniemy od tej pierwszej:

x? 1 x?
de= [ xz+1+ dv=—+z+njz-1+C CieR
rz—1 rz—1 2

gdzie uzyli$my rozpisania 22 = (22 —z) + (x — 1) + 1.

Co do drugiej catki, mamy:

z 41 1 2 1
T = | - d d
/;c2+1x /2x2+1x+x2+1x

Teraz w pierwszej z tych po prawej nalezy podstawié ¢t = x2, sprowadzajgc
do calki [ §7dt, natomiast drugg to juz Panstwo powinni znaé - ' to

pochodna funkgji  — arctan(z). Otrzymujemy wiec:

z+1 1
/mdag =3 In|2? + 1| + arctan(z) + Cy CyeR

Zbierajgc wszystko w jedng cato$é, mamy:

Y41 2 1
/#ﬁ_m_ldm = %—l—x—&—ln |x—1|—§ In |22 41| —arctan(z)+C CeR

Standardowe podejscie liczenia calki typu wielomian/wielomian (to zna-
czy podzieli¢ z resztg, otrzymujac wielomian + (reszta/mianownik) i dalej

ulamki proste) tez oczywiscie tutaj dziala. W gruncie rzeczy rachunki do
trudniejszych nie nalezg.



